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摘　要:连续 、一致连续 、一致收敛和等度连续是函数或函数列非常重要的性质.针对收敛的函数列 , 探讨了

一致连续 、一致收敛和等度连续两两之间的关系 , 并在有界区间上给出了一致连续 、一致收敛和等度连续的等

价关系.
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Abstract:　 Continuity, uniform continuity, uniform convergenceandequicontinuityarevery

importantqualitiesoffunctionsorsequenceoffunctions.Forsequenceoffunctions, therelationof

uniformcontinuity, uniformconvergenceandequicontinuityisstudied.Theirequivalencerelationis

presentedwithsequenceoffunctionssetinaboundedinterval.
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　　连续 、一致连续 、一致收敛和等度连续是函数

或函数列非常重要的性质 ,因此探讨这些性质相

互之间的关系十分有意义.在闭区间上 ,函数的连

续性与一致连续性是等价的 ,收敛函数列的一致

收敛性与等度连续性是等价的
[ 1]
.一致收敛函数

列的极限函数具有连续性
[ 2]
, 反之不成立.本文

针对函数列 ,在有界区间上探讨一致连续 、一致收

敛和等度连续之间的关系.

1　概　述

定义 1　设 f(x)是定义在区间 I上的函数 ,

若对任意正数 ε,存在正数 δ=δ(ε),只要 x′, x″∈

I,且 x′-x″<δ,有

f(x′)-f(x″) <ε

则称 f(x)在区间上 I一致连续
[ 1]
.

定义 2　设{fn(x)}是定义在区间 I上的函数

列 ,对每一固定的 x∈ I,若对任意正数 ε,存在整

数 N(ε, x),使得当 n>N时 ,有

fn(x)-f(x) <ε

则称函数列{fn(x)}收敛 , f(x)是{fn(x)}的极限

函数
[ 2]
,记作

lim
n※∞
fn(x)=f(x)　　(x∈I)

定义 3　设函数列{fn(x)}与函数 f(x)定义

在同一区间 I上
[ 2]
,如果对任意正数 ε,存在整数



N(ε),使得当时 n>N时 ,对一切 x∈ I,都有

fn(x)-f(x) <ε

则称函数列{fn(x)}在 I上一致收敛于 f(x),记作

fn(x) f(x)(n※∞);x∈I

定义 4　设函数列{fn(x)}定义在区间 I上 ,

若对任意正数 ε,存在正数 δ=δ(ε),使得当 x1 , x2

∈ I且 x1 -x2 <δ时 ,对一切的 n有

fn(x1)-fn(x2) <ε

则称{fn(x)}在 I上等度连续
[ 3]
.

2　等度连续到一致连续

由定义 1和定义 4可得以下定理.

定理 1　如果函数列{fn(x)}在 I上等度连

续 ,那么对任意的 n, fn(x)在 I上一致连续.反之

不一定成立.

我们还可以证明如下定理.

定理 2　若函数列{fn(x)}在 I上等度连续 ,

且 lim
n※∞
fn(x)=f(x)(x∈I),那么 f(x)在 I上一致

连续.

证　明　因为{fn(x)}在 I上等度连续 ,所以

对任意正数 ε,存在正数 δ, 使得当 x1 , x2 ∈ I且

x1 -x2 <δ时 ,对一切的 n,有

fn(x1)-fn(x2) <ε

令 n※∞,取极限可得

f(x1)-f(x2) <ε

证毕.

反之不一定成立.

例如　{fn(x)}={x
2
/(x

2
+(1=nx)

2
)},

f(x)=-0,显然

lim
n※∞
fn(x)=f(x)(x∈ [ 0, 1] )

虽然 f(x)在 [ 0, 1]上一致连续 ,但是{fn(x)}

在 [ 0, 1]上不等度连续.

3　等度连续和一致收敛的关系

设 I=<a, b>表示有界区间 ,其中 a, b为有

限数 , I可以是开区间 ,也可以是闭区间 ,也可以

是半开半闭区间.

定理 3　设函数列{fn(x)}在有界区间设 I=

<a, b>上等度连续 ,若在 I上 lim
n※∞
fn(x)=f(x),

则

fn(x) f(x)(n※∞);x∈I

证　明　{fn(x)}是等度连续的 ,由定理 1和

定理 2可知 , fn(x), f(x)在 I上一致连续 ,又因 I

是有界区间 ,所以 fn(a+0), fn(b-0), f(a+0),

f(b-0)存在且有限 , fn(x), f(x)在 I上连续
[ 1]
.

令 fn(a)=fn(a+0), fn(b)=fn(b-0), f(a)=

f(a+0), f(b)=f(b-0),则 fn(x), f(x)在 [ a, b]

上一致连续.已知 lim
n※∞
fn(x)=f(x)(x∈ I),从而

lim
n※∞
fn(x)=f(x)(x∈ [ a, b] ).

下面证明函数列{fn(x)}在 [ a, b]上一致收

敛于 f(x)
[ 4]
.

由于 fn(x), f(x)在 [ a, b]上一致连续 ,所以

对任意的正数 ε,存在正数 δ,使得当 x′, x″∈ [ a,

b]且 x′-x″<δ时 ,有

fn(x′)-fn(x″) <
ε
3

f(x′)-f(x″) <
ε
3

现在将 [ a, b] K等分 ,使每一小区间的长度 T

<δ(只要令 [ (b-a)/K] <δ即可).记 K等分的

各分点为 a=a0 <a1 <… <ak=b.因为 lim
n※∞
fn(ai)

=f(ai),所以对上述的 ε>0,存在 Ni,使得 n>Ni

时 ,有

fn(ai)-f(ai) <
ε
3
　(i=1, 2, ∧ , K)

令 N=max{N1 , N2 , … , NK},则 n>N时 ,对

任意的 x∈ [ a, b] ,存在 ai(i∈ {1, 2, …, K},使得

ai-x<δ

fn(x)-f(x)≤ fn(x)-fn(ai) +

fn(ai)-f(ai) + f(ai)-f(x) <

ε
3
+
ε
3
+
ε
3
=ε

这就证明了在 [ a, b]上

fn(x) f(x)(n※∞)

从而在 I上

fn(x) f(x)(n※∞)

即{fn(x)}在 I上一致收敛.

证毕.

从上面的证明易看出 ,条件 fn(x)※f(x)(n

※∞)只须在 [ a, b]上某个稠密子集{ai}上成立

即可.

定理 4　设函数列{fn(x)}的每一项 fn(x)在

I=<a, b>上一致连续 ,若 n※∞时 , fn(x) f(x)

于 I上 ,则{fn(x)}在 I上等度连续.

证　明 　因为在 I上 fn(x)一致连续 ,

{fn(x)}一致收敛于 f(x),所以 f(x)在 I上一致
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连续
[ 2]
,即对任意的正数 ε,存在正数 δ0 ,当 x′,

x″∈ I, x′-x″<δ0时 ,有

f(x′)-f(x″) <
ε
3

由一致收敛性 ,对此 ε>0,存在整数 N,当 n

>N时 ,对一切的 x∈I,有

fn(x)-f(x) <
ε
3

于是

fn(x′)-fn(x″)≤ fn(x′)-f(x′) +

f(x′)-f(x″) + f(x″)-fn(x″) <

ε
3
+
ε
3
+
ε
3
=ε

对剩下的 f1(x), … , fN(x),由一致连续性 ,每

个 fi(x)(i=1, 2, …, N),都存在正数 δi,当 x′, x″

∈ I, x′-x″<δi时 ,有

fi(x′)-fi(x″) <
ε
3

这时取 δ=min{δ0 , δ1 , … , δN},则对任意的 x′, x″

∈ I,当 x′-x″<δ时 ,对一切 n,恒有

fn(x′)-fn(x″) <ε

从而证明了{fn(x)}在 I上等度连续.

证毕.

由定理 3和定理 4以及在闭区间上函数连续

与一致连续的等价关系可得如下推论
[ 1]
.

推论 1　定义在闭区间 [ a, b]上的函数列

{fn(x)}和函数 f(x),如果 fn(x)(n=1, 2, …)连

续 , lim
n※∞
fn(x)=f(x),那么{fn(x)}等度连续的充

要条件是 fn(x) f(x)(n※∞).

4　一致连续到一致收敛

定理 5　若函数列{fn(x)}的每一项 fn(x)和

函数 f(x)在有界区间 I=<a, b>上都一致连续 ,

且 lim
n※∞
fn(x)=f(x),则 fn(x) f(x)(n※∞).

证　明　fn(x)和 f(x)在 I=<a, b>上都一

致连续 ,又因 I是有界区间 ,所以 fn(a+0), fn(b

-0), f(a+0), f(b-0)存在且有限 , fn(x), f(x)

在 I上连续
[ 1]
.令 fn(a)=fn(a+0), fn(b)=fn(b

-0), f(a)=f(a+0), f(b)=f(b-0),则 fn(x),

f(x)在 [ a, b]上一致连续.又lim
n※∞
fn(x)=f(x)(x∈

I),从而lim
n※∞
fn(x)=f(x)(x∈ [ a, b] ).

即对每一 xλ∈ [ a, b] ,对任意的正数 ε,存在

整数 Nλ=N(ε, xλ),当 n>Nλ时 ,有

fn(xλ)-f(xλ) <
ε
3

由于 fn(x)和 f(x)在 [ a, b]上连续 ,故对上述 ε和

n,存在 δλ,当 x-xλ <δλ时 ,有

fn(x)-fn(xλ) <
ε
3

f(x)-f(xλ) <
ε
3

于是

fn(x)-f(x)≤ fn(x)-fn(xλ) +

fn(xλ)-f(xλ) + f(xλ)-f(x) <

ε
3
+
ε
3
+
ε
3
=ε

这时{(xλ-δλ, xλ+δλ)}, xλ∈ [ a, b] ,组成

[ a, b]上的一个开覆盖 ,根据有限覆盖定理
[ 1]
,其

中存在有限个子覆盖 , 记之为 {(xi-δi, xi+δi)

i=1, 2, …, r},取 N=max{N1 , N2 , ∧ , Nr},则 n>

N时 ,对任意的 x∈ [ a, b] ,存在 i∈ {1, 2, …, r},

使得 x∈(xi-δi, xi+δi),从而有

fn(x)-f(x) <ε

这就证明了在 [ a, b]上 , fn(x) f(x)(n※

∞),从而在 I=<a, b>上 fn(x) f(x)(n※

∞).

证毕.

由上面的证明可知:

推论 2　若函数列{fn(x)}的每一项 fn(x)和

函数 f(x)在 [ a, b]上都一致连续 ,且 lim
n※∞
fn(x)=

f(x),则 fn(x) f(x)(n※∞).

5　一致连续到等度连续

由定理 4和定理 5可推得如下结论.

定理 6　若函数列{fn(x)}的每一项 fn(x)和

函数 f(x)在有界区间 I=<a, b>上都一致连续 ,

且 lim
n※∞
fn(x)=f(x),则{fn(x)}在 I上等度连续.

推论 3　若函数列{fn(x)}的每一项 fn(x)和

函数 f(x)在闭区间 [ a, b]上连续 ,且 lim
n※∞
fn(x)=

f(x),则{fn(x)}在 I上等度连续.

6　三者之间的关系

由以上定理可得一致连续 、一致收敛和等度

连续之间的等价关系.

定理 7　定义在有界区间 I上的函数列{fn(x)}
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撞后仍然表现为形状不变的孤立波 ,即具有碰撞

后保持本质不变的准粒子特性.

3　结束语

使用 Mathematica对 KDV中的单孤立子性质

及双孤子碰撞过程进行定性与定量研究 ,尤其值

得注意的是 ,尽管 KDV方程的双孤子间碰撞过程

很复杂 ,但使用 Mathematica软件不仅大大简化了

编程 ,而且又定量地输出了非常生动的动画图像 ,

形象地展示了 KDV方程的孤立子解的物理特点

及双孤子碰撞中表现的准粒子特性.本文对使用

Mathematica定量研究复杂物理过程进行了有效

探索.
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和函数 f(x),若 lim
n※∞
fn(x)=f(x),则下列条件等

价:

(1)fn(x)(n=1, 2, …)和 f(x)在 I上一致连

续;

(2){fn(x)}在 I上等度连续;

(3)fn(x) f(x)(n※∞)于 I上 ,且 fn(x)(n

=1, 2, …)在 I上一致连续.

有了这一定理 ,我们很容易解决下面的题目.

例　1　设{fn(x)}={x
2
/(x

2
+(1-nx)

2
),

x∈ [ 0, 1] ,证明{fn(x)}在 [ 0, 1]上不是等度连续

的.

证　明　因为　lim
n※∞
fn(x)=0=f(x)

sup
x∈ [ 0, 1]

fn(x)-0 ≥fn
1

n
=1(n※∞)

所以　{fn(x)}在 [ 0, 1]上不一致收敛 , 从而

{fn(x)}不等度连续.

7　结束语

本文针对收敛的函数列 ,探讨了一致连续 、一

致收敛和等度连续两两之间的关系 ,并在有界区

间上给出了一致连续 、一致收敛和等度连续的等

价关系.
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