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摘 要: 由凸集分离定理引出了 Farkas 引理，进而给出了 3 个择一性定理，并运用 Farkas 引理和择一性定

理，证明了优化中的 KT 定理、可行域算法中的 KT 条件、广义优化中的 Tucker 引理和博弈论中的 Minmax 定

理．
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Abstract: The Farkas lemma is introduced by using convex separation theorem，three alternative
theorems are given by using Farkas lemma． The proofs of KT theorma in optimization，KT condition
in feasible algorithm，Tucker lemma in generalied optimization and Minmax theorem in games are
given．
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在非线性优化问题
［1］、Nash 平衡问题

［2］
和非

线性互补问题
［3］

中，通常要利用线性不等式组的

相容性定理或者非齐次线性不等式组的择一性定

理． 这些择一性定理构成了凸多面体的理论基础，

并在凸多面体的结构、线性规划理论和求解等方

面都起着重要作用．
本文利用凸集分离定理，引出了 Farkas 引

理． 同时，系统地引进了 3 个重要形式的择一性定

理，通过择一性定理来阐述约束优化中的一些基

本定理，并 且 利 用 择 一 性 定 理 证 明 了 著 名 的

Tucker 引理和博弈论中 Minmax 定理．

1 Farkas 引理和择一性定理

根据文献［1］可以给出凸集分离定理．

引理 1 设 SRn
是非空闭凸集，y∈Rn，y

S，则存在向量 P≠0 和实数 α∈R，使得

PTx≤α ＜ PTy，x∈S ( 1)

即存在超平面 H = { x│PTx = α} 严格分离 y 和 S．
通过构造闭凸集 S = { x│x = ATy，y≥0} ，利

用引理 1，便可证明著名的 Farkas 引理
［4］． 另外，

运用 Farkas 引理可研究不等式组解的存在性问

题
［5］．

引理 2( Farkas 引理) 设 A∈Rn × n，b∈Rn，则

下列两个关系等式组有且仅有一组有解:

Ax≤0， bTx ＞ 0 ( 2)

ATy = b， y≥0 ( 3)

利用 Farkas 引理来推得 3 个择一性定理．
定理 1 设 A∈Rm × n，则下列两个关系式组有



且仅有一组有解:

Ax ＜ 0 ( 4)

ATy = 0，y≥0，y≠0 ( 5)

证 明 如果式( 4) 有解，即存在 x∈Rn，使

得 Ax ＜ 0，则对所有的 y≥0，y≠0，有 yTA x ＜ 0，即

xTATy ＜ 0，这表明式( 4) 无解．
如果式( 4) 无解，则不存在 α ＜ 0 及 x∈Rn，使

得 Ax≤( α，…，α) T ． 记 A =［A，－ e］，b = ( 0，0，

…，0，－ 1) T，式中 e = ( 1，1，…，1) T∈Rm，于是不

存在 α ＜ 0 及 x∈Rn，满足:

A
x( )α ≤0 b

x( )α ＞ 0

即上述关系组无解． 于是由 Farkas 引理，关

系组 Ay = b，y≥0 有解，即关系组 ATy = 0，eTy = 1，

y≥0 有解，这等价于式( 5) 有解．
定理 2 设 A∈Rm × n，B∈Rp × n，则关系组

Ax ＜ 0，Bx = 0 ( 6)

无解，当且仅当存在 u∈Rm，u≥0，u≠0，v∈Rp，满

足:

A Tu + B Tv = 0 ( 7)

证 明 假设式( 6) 无解，等价于不存在 α ＜
0 及 x∈Rn，满足 Ax≤( α，…，α) T，Bx≤0，－ Bx≤
0． 记:

A =
A － e
B 0
－ B









0
，b = ( 0，0，…，0，－ 1) T∈Rn + 1，其

中 e = ( 1，1，…，1) T∈Rm，则不存在 α ＜ 0 及 x∈
Rn，满足:

A
x( )α ≤0，b

x( )α ＞ 0 ( 8)

因此，式( 6) 无解，当且仅当式( 8) 无解． 根据

Farkas 引理，式( 8 ) 无解，等价于关系组 Ay = b，y
≥0 有解． 记:

y =










u
w
z

，u∈Rm，w∈Rp，z∈Rp

则有:

A Tu + BTw － BTz = 0
eTu = 1
u≥0，w≥0，z≥

{
0

由 eTu = 1 知 u≠0，再令 v = w － z，则知式

( 7) 成立．
利用 Farkas 引理，可以得到下面的扩展择一

性定理
［6］．

定理 3 对于矩阵 A∈Rm × n，b∈Rn，下面两个

系统有且仅有一个有解．
系统 1:

( A，Im ) x = 0，x≥0，x≠0
系统 2:

AT

I( )
m

y ＞ 0

式中，x = ( x1，…，xn，xn + 1，…，xn + m ) T，y = ( y1，…，

ym ) T ．
进一步可得，系统 1 有解，即存在 x1，…，xn，

xn + 1，…，xn + m，满足:

∑
n

j = 1
aijxj + xn + i = 0，i = 1，2，…，m

xj≥0，j = 1，2，…，n +m

∑
n + m

j = 1
xj = 1

系统 2 有解，即存在 y1，…，yn，满足:

yi ＞ 0，i = 1，2，…，m

∑
m

i = 1
yi = 1

∑
m

i = 1
yiaij ＞ 0，j = 1，2，…，n

2 Farkas 引理的应用

2． 1 优化中的 Kuhn-Tucker 定理

对于仅含不等式约束优化问题:

minf( x)

s． t． gi ( x) ≥0，i = 1，2，…，m ( 9)

可以利用定理 1 进行推导求解．
定理 4( Fritz John 定理) 设 x 是问题( 9) 的

可行点，f 和 gi ( i∈I ( x) ) 在点 x 处可微，gi ( i∈I
( x) ) 在点 x 处连续，若 x 是问题( 9 ) 的局部极小

点，则存在不全为零的非负数 u0，ui ( i∈I( x) ) ，使

得:

u0f( x) － ∑
i∈I( x)

uigi ( x) = 0 ( 10)

如果 gi ( i瓝I( x) ) 在点 x 处也可微，则存在不

全为零的非负数 u0，u1，…，um，使得:

u0f( x) －∑
m

i = 1
uigi ( x) = 0

ui ( x) gi ( x) = 0，i = 1，2，…，{ m
( 11)

证 明 因为 x 要成为局部极小点，则在 x
处不存在可行下降方向，由文献［7］可知，关系

组:
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f( x) Td ＜ 0
－gi ( x) Td ＜ 0，i∈I( x{ )

( 12)

无解．
由定理 1 可以得出，必存在不全为零的非负

数 u0，ui ( i∈I( x) ) ，使得式( 10) 成立．
定理 5( Kuhn-Tucker 定理) 设 x 是问题( 9)

的可行点，f 和 gi ( i∈I( x) ) 在点 x 处可微，gi ( i∈
I( x) ) 在点 x 处连续，并且gi ( x) ( i∈I ( x) ) 线

性无关． 若 x 是问题( 9) 的局部极小点，则存在不

全为零的非负数 ui ( i∈I( x) ) 使得:

f( x) － ∑
i∈I( x)

uigi ( x) = 0 ( 13)

如果 gi ( i瓝I( x) ) 在点 x 处也可微，则存在不

全为零的非负数 ui≥0( i = 1，2，…，m) ，使得:

f( x) －∑
m

i = 1
uigi ( x) = 0

uigi ( x) = 0，i = 1，2，…，{ m
( 14)

证 明 根据 Fritz John 定理，存在不全为零

的非负数 u0，ui ( i∈I( x) ) ，使得:

u0f( x) － ∑
i∈I( x)

uigi ( x) = 0 ( 15)

若 u0≠0，则由 ui ( i∈I( x) ) 不全为零知gi

( x) ( i∈I ( x) ) 线性相关，这与已知条件矛盾． 因

此，u0 ＞ 0． 令:

ui =
ui
u0

，i∈I( x)

则 ui≥0( i∈I( x) ) ，且式( 13) 成立．
如果 gi ( i瓝I( x) ) 在点 x 处也可微，则只要 ui

= 0( i瓝I( x) ) ，式( 14) 就成立．
对于一般约束优化问题:

min f( x) ( 16)

s． t． gi ( x) ≤0，j = 1，2，…，m ( 17)

hi ( x) = 0，i = 1，2，…，l ( 18)

利用定理 2，并借助几何条件
［5］，同样可以得出

Kuhn-Tucker 定理，具体证明略．

2． 2 可行域算法中的 KT 条件

对于线性约束的优化问题:

min f( x)

s． t． Ax≥b
Ex = e

( 19)

式中，f( x) 为可微函数，A 为 m × n 矩阵，E 为 l × n
矩阵，x∈Rn，b∈Rm，e∈Rl ．

若 x 是问题( 19 ) 的可行解，在点 x 处有 A1x
= b1，A2x ＞ b2，其中:

A =
A1

A( )
2

b =
b1
b( )
2

则非零向量 d 为 x 处的可行方向的充要条件是

A1d≥0，Ed = 0． 由此可知，若 d 同时满足:

f( x) Td ＜ 0，A1d≥0，Ed = 0
则 d 为 x 处的可行下降方向． 这使得确定搜索方

向问题归结为求解线性规划问题:

min f( x) Td
s． t． A1d≥0

Ed = 0 ( 20)

因此，利用 Farkas 引理可以证明定理 6．
定理 6 设 x 是问题 ( 19 ) 的可行解，在点 x

处有 A1x = b1，A2x ＞ b2，其中:

A =
A1

A( )
2

b =
b1
b( )
2

则 x 为 KT 点的充要条件是问题( 20) 的目标函数

最优解为零．
证 明 由 KT 点的含义可知，x 是问题的

KT 点，即存在向量 v，u，u≥0 使得:

f( x) － AT
1u － v = 0 ( 21)

令 v = p － q，p，q≥0，则式( 21) 可以写成

( － AT
1 ，－ ET，ET )











u
p
q

= －f( x) ，










u
p
q
≥0 ( 22)

由 Farkas 引理，式( 22) 有解的充分必要条件

是:

－ A1

－ E








E
d≤0，－f( x) Td ＞ 0

无解，即:

f( x) Td ＜ 0，A1d≥0，Ed = 0
无解，这等价于问题( 20) 的目标函数为零．

在非线性约束问题( 9) 的可行域算法中，若 d
是可行下降方向，则必须满足不等式组:

f( x) Td ＜ 0，gi ( x) Td ＞ 0，i∈I( x)

则可以将问题( 9) 转化为:

min z，
s． t． f( x) Td － z≤0，

gi ( x) Td + z≥0 ( 23)

因此，利用择一性定理可以证明定理 7．
定理 7 设 x 是 问 题 ( 9 ) 的 可 行 解，函 数

f( x) ，g( x) ( i∈I( x) ) 在 x 点处可微，函数 gi ( x)

( iI( x) ) 在点 x 处连续，则 x 成为 Fritz John 点
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的充分必要条件是问题( 23 ) 的目标函数最优值

为零．
证 明 对于问题( 23) ，目标函数最优值为

零的充分必要条件是不等式组:

f( x) Td ＜ 0
gi ( x) Td ＞ 0，i∈I( x{ )

无解，即不等式组

f( x) Td ＜ 0
－gi ( x) Td ＜ 0，i∈I( x{ )

( 24)

根据定理 1，式( 24 ) 无解的充分必要条件是

存在不全为零的数 u0≥0 和 ui≥0，i∈ I ( x) ，使

得:

u0f( x) －∑
i∈I

uigi ( x) = 0 ( 25)

即 x 是 Fritz John 点．
下面，可以利用 Farkas 引理来论证 Tucker 引

理
［8］．

2． 3 广义优化中的 Tucker 引理

引理 3( Tueker 引理) 考虑齐次线性不等式

组:

Ax≥0
uTA = 0，u≥{ 0

则该不等式组存在解 x0，u0
满足: αT

1x
0 + u0

1 ＞ 0．
其中，α1 是 A 的第 1 列．

证 明 考虑关系式:

( 1) ATu = － α1

( 2) Ax≥0，－ αT
1x ＜ 0

下面分两种情况讨论．
若( 1) 有解，存在 u 满足:

ATu = － α1，u≥0
令: u0 = ( u1 + 1，u2，…，um ) T，x0 = 0
则 u0，x0

满足:

Ax0≥0，ATu0 = 0，u0≥0，u0
1 ＞ 0

并且 αT
1x

0 + u0
1 ＞ 0．

若( 1) 无解，由 Farkas 引理知( 2 ) 必有解． 设

其为 x0，则有 Ax0≥0，αT
1x

0 ＞ 0．
取 u0 = 0，则 x0，u0

满足:

Ax0≥0，ATu0 = 0，u0≥0
并且 αT

1x
0 + u0

1 ＞ 0． 因此，Tucker 引理成立．

2． 4 矩阵博弈论中的 Minmax 定理

对于两人的矩阵博弈中，局中人 1 有 m 个纯

策略，同时局中人 2 有 n 个纯策略． 记 A 的( i，j)
元素为 aij ( i = 1，2，…，m; j = 1，2，…，n) ，于是 A =
( aij ) m × n，aij 表示局中人 1 取策略 ai，而局中人 2
取策略 bj 这种情况下局中人 1 的收益，同时也是

局中人 2 的支出． 下面利用扩展择一性定理 3，来

证明矩阵博弈中的 Minmax 定理．
定理 8 ( Minimax 定理) 对于矩阵博弈 A =

( aij ) m × n，记 v1 = max
X

min
Y

XTAY = max
X

vY ( X ) ，v2 =

min
Y
max

X
XTAY = min

Y
vX ( Y) ．

式中，X = ( x1，…，xm ) T，xi≥0，∑
m

i = 1
xi = 1，Y =

( y1，…，yn )
T，yi≥0，∑

n

j = 1
yj = 1，则必有 v1 = v2 ．

证 明 假设定理 3 的系统 1 成立，可知对

一切 Y 有:

vX ( Y) = max
1≤i≤m

Ai ． Y = max
1≤i≤m

∑
n

j = 1
aijyj≤0

于是，v2 = minY vX ( Y) ≤0．

再设定理 3 中的系统 2 成立，由于:

vY ( x) = min
1≤j≤n

xTA． j = min
1≤j≤n

∑
m

i = 1
xiaij ＞ 0

于是，v1 = maxX
vY ( X) ＞ 0．

由此可知，v1≤v2 成立． 上面又证明了命题 v2
≤0 或者 v1 ＞ 0 成立，故 v1≤0 与 v2 ＞ 0 不成立，即

不等式组 v1≤0 ＜ v2 不成立．
由此出发证明，不存在任何实数 τ，满足 v1≤

τ ＜ v2 ． 事实上，对于任何实数 τ，令 bij = aij － τ，i =
1，2，…，m; j = 1，2，…，n，B = ( bij ) m × n，于是对任何

混合策略对( X，Y) ，都有 XTBY = XT ( A － ( τ) ) Y =
XTAY － τ．
记:

v1 ( B) = max
X
min

Y
XTBY，v2 ( B) = min

Y
max

X
XTAY

易知 v1 ( B) = v1 － τ，v2 ( B) = v2 － τ．
根据上述结论可知，不等式组 v1 ( B) ≤0 ＜ v2

( B) 不成立． 由此可知，不等式 v1 ＜ v2 不成立． 但

由于 v1≤v2，故必有 v1 = v2 ．

3 结 语

本文利用 Farkas 引理，给出了 3 个择一性定

理，并研究了其在约束优化问题和博弈论中的一

些应用． 文中给出的择一性定理在广义最优化理

论及非线性互补理论和算法中有着重要的应用，

值得进一步研究．
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